Zadani ukolu

Misto A lezi v oblasti bez snéhu, ve které se pohybujeme rychlosti vl. Misto B lezi v zasnéZené oblasti, ve které se
pohybujeme rychlosti v2. Hranice mezi nezasnéZenou a zasnéZenou oblasti je tvofena primkou h.

Mdme najit takovou trasu, po které dojdeme z bodu A do bodu B za nejkratsi ¢as.

Je zfejmé, 7e uvnitt oblastiA i uvnitf oblasti B se budeme pohybovat pfimo (po tUseckach). Ukolem je tedy najit
takovy bod P na hrani¢ni pfimce h, pro ktery bude ¢as strdveny na sesté AP a PB nejkratsi.

Ao

Reseni (matematické)

Pro usnadnéni vypoctl pouzijeme CAS (Computer Algebra System) Maple.

Prikazy systému jsou uvedeny spiSe pro zajimavost, pozornost vénujte predevsim modre odliSenym
vystuptim.

Inicializace systému a nahrdni potfebnych knihoven.
> restart;

with(plots):

with(geometry):

Nejprve zvolime polohu bodl A, B a hrani¢ni pfimky hv souradnicovém systému a dale zvolime matematicky
popis hranicni pfimky, resp. hledaného bodu P.

Pokud body A a B neleZi na hranici h, Ize bez Ujmy na obecnosti predpokladat, Ze:

ebod AleZi na ose ya jeho druha souradnice je kladng, tedy: A[0,a2], a2 > 0;

ehrani¢ni ptimka h je osa x, tedy h(t)=[t,0], t € R

*bod P je bodem hrani¢ni pfimky, ma tedy soufadnice P[t,0],

ebod B ma nezdpornou prvni a zapornou druhou souradnici, tedy B[b1,b2], b1 = 0,b2 < 0;

Definice bod(i A, B, P.

> A:=[0,a2];
B:=[b1,b2];
P:=[t,0];



A:=10,a2]
B:=[bl, b2]
P:=1[t, 0] Q)

Volba konkrétnich hodnot parametri - pro vykresleni a pozdéji pro vypocty.

Pfedpokladejme napf., Ze vzdalenosti jsou zadavany v kilometrech a rychosli v km/h, ¢as tedy vychaziv
hodinach.

> volba:={a2=2, b1=5, b2=-3};

volba:= {a2=2,b1=5,b2=-3} 2
> vykresli_zadani:=proc(A,B,P)

local A_d, B_d, kresli_A, kresli_B, kresli_h, popis ;
point(A_d,subs(volba,A)):

point(B_d,subs(volba,B)):

kresli_A:=draw(A_d, symbol=solidcircle, symbolsize= 15, color=
green):

kresli_B:=draw(B_d, symbol=solidcircle, symbolsize= 15, color=
blue):

kresli_h:=plot([P[1],P[2],t=-3..7], thickness=3, co lor=black):
popis:=textplot({[HorizontalCoord(A_d),VerticalCoor d(A_d), "A"],
[HorizontalCoord(B_d),VerticalCoord(B_d), "B"],[6.7 5,0, "h"]},
‘align'={"above’, 'right'}, font = [Calibri, bold, 12]):
display({kresli_A kresli_B,kresli_h,popis},axes=nor mal,scaling=
constrained,background=ColorTools:-Color([0.95, 0.9 5, 0.95)),
view=[-3..7,-5..3.5]);

end proc:

> vykresli_zadani(A,B,P);




Spocitame obecné vzdalenosti bod( AP a BP.
Vzddlenosti oznacime jako d1, d2.

> dl:=sqrt( (A[1]-P[1D"2 + (A[2]-P[2])"2);
d2:=sqrt( (B[1]-P[1])"2 + (B[2]-P[2])"2);

=TT

d2:= (bl —t)% + b2?

Spocitame Cas potrebny k projiti Usecek AP a BP - tj. vydélime vzdalenosti rychlosti chize (v1, v2).

Dil¢i ¢asy oznacime jako casi, cas2.
> casl:=d1/vi;

cas2:=d2/v2;
__ a2’ 4+t
casli=—"———
vl
2 2
cacp e N (b1 =07+ b2
V2

Celkovy cas pak oznacime jako cas - je to funkce proménné t: cas(t).

©)

(4)



> cas: =casl+cas?;

oo Va2 (b0 + b2

vl V2 ©)

C

K nalezeni drahy s minimalnim ¢asem potrebujeme najit minimum funkce cas. To je ukol, ktery lze vyresit s
pomoci derivaci.
Spocitame derivaci dcas funkce cas podle proménné t a najdeme jeji nulové body. ReSenim je hodnota parametru

t, tedy poloha bodu P na hrani¢ni pfimce h.

> dcas:=diff(cas,t);
doas = t L1 -2bl 42t ©)
JaZ+2wvi 2 Jbl-12+ 02 w2
> solve(dcas=0,t);
RootOf ((v12 —v2?) Z'+ (-2blvi®+2b1v2?) Z°+ (a2?v1? + b1%v1® — b1? v ©)
—b2?v2??) Z2—2a2’°b1v1® Z+ a2?b1?v1®)

Symbolické feseni rovnice neni pfilis prehledné - je zfejmé, Ze to je fesSeni rovnice ¢tvrtého stupné.

Vzhledem k zadani - hranici je pfimka h, je moZno upustit od ovérovani, zda je nalezeny stacionarni bod funkce
cas opravdu lokalnim minimem - tak, jak poZzadujeme. To je sice v tomto pfipadé zfejmé, ale Ize to také znazornit
vykreselnim graf(i funkci cas a dcas pro konkrétni volby parametra.

Najdeme feseni pro konkrétni volby parametra.

> volba:={a2=2, b1=5, b2=-3, v1=5, v2=7/2};

vo|ba::{a2z2,b1:5,b2:—3,v1:5,v2:%} ©)
> cas_v:=subs(volba,cas);

dcas_v:=diff(cas_v,t);
cas v:.= % N t2—|—4 +% (5—t)2+9
dcas v:= % —t % 10+ 2t (9)

i JE+4 (5—1)°+9
> reseni:=solve(dcas_v=0,t);
i reseni := RootOf (51 7' — 510 Z°+ 1234 Z° — 4000_Z + 10000,index=1) (10)
§ymbo|ické reseni opét neni pfilis nazorné, ale pfi ¢iselném vyjadreni je vSe jasnéjsi.
> reseni_cis:=evalf(reseni);
i reseni_cis:=2.888722287 (11)

Dosazenim nalezené hodnoty t do funkce cas_vziskdme pozadovany minimalni ¢as chize z bodu A do bodu B pro
zvolené vzdalenosti a rychlosti.

> min_cas:=subs(t=reseni_cis,cas_v);

i min_cas:= 1.750828305 (12)
Vykreslime grafy funkei cas_v a dcas_v pro ovéfeni existence lokalniho minima.
> zobraz_funkce:=plot([cas_v,dcas_v],t=-2..6,color=[b lack,blue],
thickness=3):
zobraz_primky:=plot([[reseni_cis,s,s=-1..2.5],[s,mi n_cas,s=-2..6]

],thickness=1,linestyle=["dot","solid"], color=[red ,black]):




di spl ay(zobraz_funkce, zobraz_pri nky) ;

Vykresleni vysledné cesty.

> vykresleni:=proc(A,B,P)

local A_d, B_d, P_d, AP_d, BP_d, kresli_A, kresli_B , kresli_P,
kresli_h, kresli_AP, kresll BP, popis;

pomt(A_d subs(volba A)):

point(B_d,subs(volba,B)):

point(P_d,subs(t=reseni_cis,P)):

kresli_A:=draw(A_d, symbol=solidcircle, symbolsize= 15, color=
Errggl?_)é::draw(B_d, symbol=solidcircle, symbolsize= 15, color=
E:Lejgl)i'_P::draw(P_d, symbol=solidcircle, symbolsize= 15, color=red)
kresli_h: =plot([P[1],P[2],t=-3..7], thickness=3, co lor=black):

segment(AP_d,A d,P_d):
segment(BP_d,B_d,P_d):
kresli_AP: draw(AP d, thickness=3, color=green):
kresli_BP:=draw(BP_d, thickness=3, color=blue):

\./\./

popis:=textplot({[HorizontalCoord(A_d), VertlcaICOOr d(A_d), "A"],
[HorizontalCoord(B_d),VerticalCoord(B_d), "B"],[Hor izontalCoord
(P_d),VerticalCoord(P_d), "P"],[6.75,0, "h"]}, 'ali gn'={'above’,
'right'}, font = [Calibri, bold, 12]):

display({kresli_A,popis,kresli_B,kresli_P kresli_h, kresli_AP,
kresli_BP},axes=normal,scaling=constrained,backgrou nd=
ColorTools:-Color([0.95, 0.95, 0.95]),view=[-3..7,- 5..3.5));

end proc:

> vykresleni(A,B,P);




Mozna zobecnéni ukolu
Ukol Ize snadno zobecnit zadanim jiné hraniéni k¥ivky. Postup bude obdobny, ale je tfeba vénovat mnohem vétsi

pozornost ovérovani, zda nalezeny stacionarni bod funkce casje opravdu lokalnim minimem a zda vypoctena
draha neprekracuje hranici vicekrat.
Pro hledani fesSeni - nulovych bod( derivace - bude nutno pro nékteré sloZitéjsi zadané hranice pouZzit

numerického (ne symbolického) Feseni. Tedy misto pFikazu solve vyuzit pfikaz fsolve
> P:=[t,sin(t)];

P:=[t, sin(t)] (13)

Pro vykresleni pouZijeme drive definované procedury.
> volba:={a2=1.5, b1=3, b2=-2, v1=5, v2=7/2};
vykresli_zadani(A,B,P);

volba = {a2=1.5,b1=3, b2=-2 v1=5\2= 7}




Znovu definujeme a napocitdme potiebné proménné a funkce.
> dl:=sqrt( (A[1]-P[1])"2 + (A[2]-P[2])"2):
d2:=sqrt( (B[1]-P[1])*2 + (B[2]-P[2])*2):
casl:=d1/v1:
cas2:=d2/v2:
cas.=casl+cas?2,
dcas:=diff(cas,t);
2

2 . 2 R 2
. J P+ (a2 —sin(t)) N J (b1 —t)° + (b2 —sin(t))
vl V2
1 2t—2 (a2 —sin(t)) cogt) -2b1+2t—2 (b2 —sin(t)) cogt)

dcas:= —
J €+ (a2 —sin(t))% vi J (bl —1)%+ (b2 —sin(t))? v2

2
> cas_v:=subs(volba,cas);
dcas_v:=diff(cas_v,t);

cas v:= % J P+ (L5—sin(t))? + % J (3=02+ (-2—sin(1))

1
+2

2

1 2t—2(1.5—sin(t)) cogt) -6+2t—2 (-2 —sin(t)) cogt)

1
10 +7

dcas v:i= —
J 2+ (1.5—sin(1))? J (B=1)%+ (-2 —sin(t))?

(14)

(15)



Zkusime vypocitat reSeni a poté ovérime na grafech.
> reseni:=solve(dcas_v=0,t);
reseni := 3.131008940, 2.078778703

Lze vyuZit i numericky vypocet (vétsSinou je rychlejsi, ale vétSinou nenajde vSechna feseni).

> reseni:=fsolve(dcas_v=0,t);
reseni := 2.078778703
> reseni_cis:=evalf(reseni);
min_cas:=evalf(subs(t=reseni_cis,cas_v));
reseni_cis:=2.078778703
min_cas:= 1.296434799

Vykreslime grafy funkci cas_v a dcas_v pro ovéreni existence minima.
thickness=3):

linestyle="dot", color=red):
display(zobraz_funkce,zobraz_primky);

> zobraz_funkce:=plot([cas_v,dcas_v],t=-2..6,color=[b lack,blue],

zobraz_primky:=plot([[reseni_cis,s,s=-1..2.5]],thic kness=1,

(16)

(17)

(18)

Zgraft‘] je ztejmé, Ze ani symbolickym, ani numerickym vypoctem jsme neziskali vSechny stacionarni body (modry

graf derivace ma tfi nulové body).
Vypocteny stacionarni bod odpovida lokalnimu maximu funce cas_v.



Nalezené feseni odpovida této cesté:
> vykresleni(A,B,P);

Pro nalezeni spravného stacionarniho bodu lze omezit interval hledani kofent u pfikazu fsolve. Ze dvou lokalnich
minim je nutno vybrat minimum globalni.

> reseni:=fsolve(dcas_v=0,t=0..1);
i reseni := 0.7393649508 (29
> reseni_cis:=evalf(reseni);
min_cas:=evalf(subs(t=reseni_cis,cas_v));
reseni_cis:=0.7393649508
min_cas:= 1.222140839 (20)

Nejrychlejsi cesta je tentokrat témer pfima.
> vykresleni(A,B,P);




Ovéreni lokalniho minima Ize provadét i pomoci derivaci vyssich radd, ne jen "vizualné".
Kromé vice stacionarnich bod( je nutno hlidat i to, zda se cesta nevraci zpatky do zasnéZené oblasti.



